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摘　　　要：提出自适应增量Ｋａｌｍａｎ滤波（ＡＩＫＦ）的概念和定义，建立自适应增量Ｋａｌｍａｎ滤波模型及其分

析方法，给出主要的计算步骤．传统自适应Ｋａｌｍａｎ滤波（ＡＫＦ）方法能够对事先未知的系统噪声和量测噪声

的统计量进行有效的估计．但是，传统自适应Ｋａｌｍａｎ滤波方法也无法对由于环境因素（如深空探测）的影响、

测量设备的不稳定性等原因产生的未知时变测量系统误差进行补偿和校正，从而产生较大的滤波误差，甚至

导致发散．提出的自适应增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法不但能够对系统噪声和量测噪声的统计量进行估计，而且还

能成功消除这种测量系统误差，有效地提高滤波精度．该方法计算简单，便于工程应用．
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　　在导航领域的运动定位系统中，Ｋａｌｍａｎ滤
波利用系统的数学模型通过递推估计运动状

态［１］．它不但要求精确的系统状态方程和量测方

程，而且要求状态噪声和量测噪声的统计量是已
知的．然而，在许多复杂环境（特别是深空探测）
中，很难准确地获得噪声的统计量，从而在滤波中
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引入不准确的因素［２－３］，这可能会导致滤波发
散［４］．有时即使开始模型选择的比较符合实际，但
在运行过程中，模型存在摄动。在这种情况下，首
先要估计变化了的噪声统计量，进而调整滤波增
益矩阵［５－６］．自适应Ｋａｌｍａｎ滤波（ＡＫＦ）能够很好
地解决上述问题［６－１０］．但是，在工程实际中，由于
环境因素的影响、测量设备的不稳定性、模型和参
数的选取不当等原因往往带来未知时变的系统误

差．自适应Ｋａｌｍａｎ滤波方法无法很好地对这种
测量系统误差进行补偿和修正，结果产生较大的
滤波误差，甚至导致发散．文献［１１］提出一种增量

Ｋａｌｍａｎ滤波方法，它能够成功消除未知的系统
误差，提高了滤波精度；文献［１２］将这一方法推广
到了非线性情况．本文进一步提出一种自适应增
量Ｋａｌｍａｎ滤波（ＡＩＫＦ）方法，它既能够成功消除
测量数据中的系统误差，又能够对系统噪声和量
测噪声的统计量进行实时估计，从而有效地提高
滤波精度．

１　基本方程

　　设增量Ｋａｌｍａｎ滤波中的状态方程和量测方
程分别为［１１］

Ｘｋ＝Φｋ／ｋ－１Ｘｋ－１＋Ｗｋ－１ （１）

ΔＺｋ＝ＨｋＸｋ－Ｈｋ－１Ｘｋ－１＋Ｖｋ （２）
式中，Ｘｋ 为ｔｋ 时刻的状态向量（ｋ＝１，２，…）；

Φｋ／ｋ－１为状态转移矩阵，下标ｋ／ｋ－１表示第ｋ－１
步到第ｋ步；Ｗｋ 为系统噪声向量；ΔＺｋ 为量测向
量增量，ΔＺｋ＝Ｚｋ－Ｚｋ－１，Ｚｋ 为量测向量；Ｈｋ 为量
测矩阵；Ｖｋ 为量测噪声向量．并设系统噪声向量
Ｗｋ和量测噪声向量Ｖｋ满足下式

Ｅ［Ｗｋ］＝ｑｋ
Ｃｏｖ［Ｗｋ，Ｗｊ］＝Ｅ［ＷｋＷＴ

ｊ］＝Ｑｋδｋ　ｊ
Ｅ［Ｖｋ］＝ｒｋ
Ｃｏｖ［Ｖｋ，Ｖｊ］＝Ｅ［ＶｋＶＴ

ｊ］＝Ｒｋδｋ　ｊ
Ｃｏｖ［Ｗｋ，Ｖｊ］＝Ｅ［ＷｋＶＴ

ｊ］

烅

烄

烆 ＝０

　 （３）

式中Ｃｏｖ为协方差符号，Ｅ为数学期望符号，δｋ　ｊ
为δ函数，当ｋ＝ｊ时，δｋ　ｊ＝１；当ｋ≠ｊ时，δｋ　ｊ＝０．
由于工程实际中相邻两个量测向量Ｚｋ 和

Ｚｋ－１的测量系统误差大小比较接近，所以ΔＺｋ 的
系统误差为相对小量，可以忽略不计［１１］．此外，根
据独立增量随机过程原理可知，ΔＺｋ 与 ΔＺｋ－１之
间比Ｚｋ 与Ｚｋ－１更能满足式（３）的独立性要求［１３］．

２　自适应增量滤波方法

　　设状态向量Ｘｋ满足式（１），量测向量增量ΔＺｋ

满足式（２），系统噪声向量Ｗｋ 和量测噪声向量Ｖｋ

满足式（３）．则ｔｋ时刻的状态向量Ｘｋ的估计Ｘ^ｋ可
按下面步骤递推得到．
状态一步预测

Ｘ^ｋ／ｋ－１＝Φｋ／ｋ－１Ｘ^ｋ－１＋ｑｋ－１ （４）
一步预测误差的方差阵

Ｐｋ／ｋ－１＝Φｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／ｋ－１＋Ｑｋ－１ （５）
状态估计

Ｘ^ｋ＝Ｘ^ｋ／ｋ－１＋Ｋｋ（ΔＺｋ－ΔＺ^ｋ／ｋ－１） （６）
估计误差的方差阵

Ｐｋ＝Ｐｋ／ｋ－１－ＫｋΩｋＫＴ
ｋ （７）

滤波增益矩阵

Ｋｋ＝（Ｐｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ－Φｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１）Ω－１
ｋ （８）

式中

ΔＺ^ｋ／ｋ－１＝ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１－Ｈｋ－１Ｘ^ｋ－１＋ｒｋ （９）

Ωｋ＝ＨｋＰｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ＋Ｒｋ－Ｈｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／ｋ－１ＨＴ

ｋ－
ＨｋΦｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１＋Ｈｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ
ｋ－１ （１０）

２．１　自适应增量算法

　　在许多实际环境中，系统噪声的均值ｑｋ、协
方差Ｑｋ 和量测噪声的均值ｒｋ、协方差Ｒｋ是未知
的，因此必须利用先前的量测信息对ｑｋ，Ｑｋ，ｒｋ和

Ｒｋ进行预测估计，可由极大后验（ｍａｘｉｍｕｍ　ａ
ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ，ＭＡＰ）给出噪声统计估值器．

ｑ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

（Ｘ^ｊ／ｋ－Φｊ／ｊ－１Ｘ^ｊ－１／ｋ） （１１）

Ｑ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

（Ｘ^ｊ／ｋ－Φｊ／ｊ－１Ｘ^（ｊ－１）／ｋ－ｑ^ｋ）

　　　（Ｘ^ｊ／ｋ－Φｊ／ｊ－１Ｘ^（ｊ－１）／ｋ－ｑ^ｋ）Ｔ （１２）

ｒ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

［ΔＺｊ－（ＨｊＸ^ｊ／ｋ－Ｈｊ－１Ｘ^（ｊ－１）／ｋ）］

（１３）

Ｒ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

［ΔＺｊ－（ＨｊＸ^ｊ／ｋ－Ｈｊ－１Ｘ^（ｊ－１）／ｋ）－ｒ^ｋ］

　　　［ΔＺｊ－（ＨｊＸ^ｊ／ｋ－Ｈｊ－１Ｘ^（ｊ－１）／ｋ）－ｒ^ｋ］Ｔ

（１４）

式中，Ｘ^ｊ／ｋ（ｊ＝０，１，…，ｋ）为区间内的平滑估计
值，计算过程较为复杂，并且在进行第ｋ步滤波

时，由于 Ｘ^ｋ／ｋ＝ Ｘ^ｋ本身为待估计量，所以尚不能

根据式（１３）和式（１４）计算ｒ^ｋ和 Ｒ^ｋ，在式（９）和式

（１０）只能采用前一步的ｒ^ｋ－１和Ｒ^ｋ－１代替ｒ^ｋ和Ｒ^ｋ．
下面再给出一种较为便捷的次优估计方法．

６２２１
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２．２　次优自适应增量算法

　　在上面四式中以估计值 Ｘ^ｊ＝Ｘ^ｊ／ｊ和预测值

Ｘ^ｊ／ｊ－１代替计算复杂的平滑估计值 Ｘ^ｊ／ｋ可得次优

ＭＡＰ估值器

ｑ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

（Ｘ^ｊ－Φｊ／ｊ－１Ｘ^ｊ－１） （１５）

Ｑ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

（Ｘ^ｊ－Φｊ／ｊ－１Ｘ^ｊ－１－ｑ^ｋ）

（Ｘ^ｊ－Φｊ／ｊ－１Ｘ^ｊ－１－ｑ^ｋ）Ｔ （１６）

ｒ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

［ΔＺｊ－（ＨｊＸ^ｊ／ｊ－１－Ｈｊ－１Ｘ^ｊ－１）］

（１７）

Ｒ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

［ΔＺｊ－（ＨｊＸ^ｊ／ｊ－１－Ｈｊ－１Ｘ^ｊ－１）－ｒ^ｋ］

　　　［ΔＺｊ－（ＨｊＸ^ｊ／ｊ－１－Ｈｊ－１Ｘ^ｊ－１）－ｒ^ｋ］Ｔ

（１８）

２．３　次优无偏自适应增量算法

　　由于式（１２）和式（１４）给出的估计量 Ｑ^ｋ和 Ｒ^ｋ
是有偏的，计算中难免带来误差，所以下面进一步

研究Ｑ^ｋ和Ｒ^ｋ 的无偏估计值。设新息εｋ＝ΔＺｋ－

ΔＺ^ｋ／ｋ－１，则有
Ｅ［εｋ］＝０ （１９）

Ｅ［εｋεＴｋ］＝ＨｋＰｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ＋Ｒｋ－

Ｈｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ－ＨｋΦｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１＋
Ｈｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１＝Ωｋ （２０）
根据式（４）～式（１０）有

Ｅ［ｑ^ｋ］＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１
Ｅ［Ｋｊεｊ＋ｑｊ］＝ｑｋ （２１）

Ｅ［ｒ^ｋ］＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１
Ｅ［εｊ＋ｒｊ］＝ｒｋ （２２）

因而均值估值器ｑ^ｋ和ｒ^ｋ 是无偏的．又由于

Ｅ［Ｒ^ｋ］＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１
Ｅ［εｊεＴｊ］＝ １ｋ∑

ｋ

ｊ＝１
Ωｊ ＝

１
ｋ∑

ｋ

ｊ＝１

（ＨｊＰｊ／ｊ－１ＨＴ
ｊ －Ｈｊ－１Ｐｊ－１ΦＴｊ／ｊ－１ＨＴ

ｊ －

ＨｊΦｊ／ｊ－１Ｐｊ－１ＨＴ
ｊ－１＋Ｈｊ－１Ｐｊ－１ＨＴ

ｊ－１）＋Ｒｋ （２３）

由此可知，Ｒ^ｋ 是有偏的，即Ｅ［Ｒ^ｋ］≠Ｒｋ，进而引入

次优无偏 ＭＡＰ估值器 Ｒ^ｋ 为

Ｒ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

［εｊεＴｊ －（Ωｊ－Ｒｊ）］＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

［εｊεＴｊ －

（ＨｊＰｊ／ｊ－１ＨＴ
ｊ －Ｈｊ－１Ｐｊ－１ΦＴｊ／ｊ－１ＨＴ

ｊ －
ＨｊΦｊ／ｊ－１Ｐｊ－１ＨＴ

ｊ－１＋Ｈｊ－１Ｐｊ－１ＨＴ
ｊ－１）］ （２４）

同理，有

Ｅ［Ｑ^ｋ］＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１
ＫｊＥ［εｊεＴｊ］ＫＴｊ ＝

１
ｋ∑

ｋ

ｊ＝１

（Φｊ／ｊ－１Ｐｊ－１ΦＴｊ／ｊ－１－Ｐｊ）＋Ｑｋ （２５）

因而 Ｑ^ｋ 是有偏的，Ｑｋ 的次优无偏 ＭＡＰ估值
器为

Ｑ^ｋ ＝ １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１

（ＫｊεｊεＴｊＫＴ
ｊ ＋Ｐｊ－Φｊ／ｊ－１Ｐｊ－１ΦＴｊ／ｊ－１）

（２６）

２．４　次优无偏自适应增量递推算法

　　为了便于工程计算，下面进一步给出上述方
法的递推形式，即次优无偏递推 ＭＡＰ噪声统计
估值器为

ｑ^ｋ＝（１－１ｋ
）ｑ^ｋ－１＋１ｋ

（Ｘ^ｋ－Φｋ／ｋ－１Ｘ^ｋ－１）（２７）

Ｑ^ｋ＝（１－１ｋ
）Ｑ^ｋ－１＋１ｋ

（ＫｋεｋεＴｋＫＴ
ｋ＋

Ｐｋ－Φｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／ｋ－１） （２８）

ｒ^ｋ＝（１－１ｋ
）ｒ^ｋ－１＋

１
ｋ
［ΔＺｋ－（ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１－Ｈｋ－１Ｘ^ｋ－１）］ （２９）

Ｒ^ｋ＝（１－１ｋ
）Ｒ^ｋ－１＋１ｋ

［εｋεＴｋ－（ＨｋＰｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ－

Ｈｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ－ＨｋΦｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１＋
Ｈｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１）］ （３０）

式中

εｋ＝ΔＺｋ－（ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１－Ｈｋ－１Ｘ^ｋ－１）－ｒ^ｋ－１（３１）
证明：根据式（１５）和式（１７），得

ｑ^ｋ ＝ｋ－１ｋ
１
ｋ－ ［１ ∑

ｋ－１

ｊ＝１

（Ｘ^ｊ－Φｊ／ｊ－１Ｘ^ｊ－１）＋

（Ｘ^ｋ－Φｋ／ｋ－１Ｘ^ｋ－１ ］） ＝
（１－１ｋ

）ｑ^ｋ－１＋１ｋ
（Ｘ^ｋ－Φｋ／ｋ－１Ｘ^ｋ－１） （３２）

ｒ^ｋ ＝

ｋ－１
ｋ

１
ｋ－ ｛１ ∑

ｋ－１

ｊ＝１

［ΔＺｊ－（ＨｊＸ^ｊ／ｊ－１－Ｈｊ－１Ｘ^ｊ－１）］＋

［ΔＺｋ－（ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１－Ｈｋ－１Ｘ^ｋ－１ ｝）］ ＝
（１－１ｋ

）ｒ^ｋ－１＋１ｋ
［ΔＺｋ－（ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１－Ｈｋ－１Ｘ^ｋ－１）］

（３３）
由此可知，递推公式（２７）和公式（２９）成立．同理，
可将式（１６）和式（１８）写成递推形式（２８）和式

７２２１
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（３０）．

３　自适应增量遗忘因子算法

　　当噪声统计量为未知时变时，时变噪声统计
估值器为

ｑ^ｋ＝（１－ｄｋ－１）ｑ^ｋ－１＋ｄｋ－１（Ｘ^ｋ－Φｋ／ｋ－１Ｘ^ｋ－１）
（３４）

Ｑ^ｋ＝（１－ｄｋ－１）Ｑ^ｋ－１＋ｄｋ－１（ＫｋεｋεＴｋＫＴ
ｋ＋

Ｐｋ－Φｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／ｋ－１） （３５）

ｒ^ｋ＝（１－ｄｋ－１）ｒ^ｋ－１＋ｄｋ－１［ΔＺｋ－

（ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１－Ｈｋ－１Ｘ^ｋ－１）］ （３６）

Ｒ^ｋ＝（１－ｄｋ－１）Ｒ^ｋ－１＋ｄｋ－１［εｋεＴｋ－（ＨｋＰｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ－

Ｈｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／ｋ－１ＨＴ
ｋ－ＨｋΦｋ／ｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１＋
Ｈｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１）］ （３７）

式中ｄｋ－１＝（１－ｂ）／（１－ｂｋ），０＜ｂ＜１为遗忘
因子．

４　仿真结果对比

　　设一维系统

ｘｋ＝０．９ｘｋ－１＋ｗｋ－１　 （３８）

ｚｋ＝ｘｋ＋ａｋ＋ｖｋ　 （３９）
式中ｗｋ 和ｖｋ 是独立的高斯白噪声序列，且系统
噪声ｗｋ 的均值ｑ＝０．５和方差Ｑ＝０．００１．量测系
统误差ａｋ＝３．量测噪声ｖｋ的均值ｒ＝０，方差Ｒ
（Ｒ＊＝１）由下式给出

Ｒｋ＝

Ｒ＊　　　ｋ∈［１，２００）

９Ｒ＊　 　ｋ∈［２００，４００）

Ｒ＊　　　ｋ∈［４００，６００）

１６Ｒ＊　　ｋ∈［６００，８００）

Ｒ＊　　　ｋ∈［８００，１０００

烅

烄

烆 ）

　 （４０）

分别采用自适应 Ｋａｌｍａｎ滤波、自适应增量

Ｋａｌｍａｎ滤波两种方法（遗忘因子取ｂ＝０．９５）进
行滤波（取初值 ，ｘ^ｋ＝ｘ０＝１０，Ｐ０＝１，Ｒ０＝１），图

１给出其滤波结果与真值比较，从图１可以看到，
自适应增量 Ｋａｌｍａｎ滤波与真值吻合得较好，能
够消除系统误差对其的影响；自适应 Ｋａｌｍａｎ滤
波不能消除未知的系统误差影响，与真值偏差较
大．图２给出两种滤波结果与真值的误差比较，从
图２可以进一步看到，自适应增量 Ｋａｌｍａｎ滤波
与真值的误差在０附近波动较小，满足精度要求；
而自适应Ｋａｌｍａｎ滤波与真值的误差已不在０附
近波动，误差较大．这表明自适应增量Ｋａｌｍａｎ滤
波能有效地消除未知的系统误差的影响，提高滤

波的精度，很好地跟踪状态ｘｋ的变化．
从图２中可以看出，当在［２００，４００）和 ［６００，

８００）这两个区间内，当协方差阵Ｒ从Ｒ＊变为其９
倍和１６倍时，自适应增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法能够
比自适应Ｋａｌｍａｎ滤波方法具有更强的自适应能
力，可进一步提高滤波精度．

图１　ＡＩＫＦ与ＡＫＦ状态估计结果与真值比较

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｔｅ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ＡＩＫＦ　ａｎｄ　ＡＫＦ

ｗｉｔｈ　ｔｒｕｔｈ

图２　ＡＩＫＦ与ＡＫＦ的状态误差比较

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｅ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ＡＩＫＦ　ａｎｄ　ＡＫＦ

５　结　论

　　１）针对工程中系统噪声和量测噪声的统计量
事先未知的情况，提出一种自适应增量 Ｋａｌｍａｎ
滤波方法，它可以实时估计和修正系统噪声和量
测噪声统计量，达到降低模型误差，提高滤波精度
的目的．
２）由于环境因素的影响、测量设备的不稳定
性等原因，常常造成测量数据含有系统误差．自适
应增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法能成功消除这类系统误
差．而自适应 Ｋａｌｍａｎ滤波方法则无法很好地对
未知的系统误差进行补偿和修正．

８２２１
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３）大量计算表明，本文方法比自适应Ｋａｌｍａｎ
滤波方法具有更强的自适应能力．
４）本文提出的次优无偏递推 ＭＡＰ噪声统计
估值器和时变噪声统计估值器，不但能够实时地
对系统噪声和量测噪声的均值和协方差阵进行估

计，而且估计量具有无偏性．
５）次优无偏自适应增量递推算法和自适应增
量遗忘因子算法可以进行递推计算，便于工程
应用．
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